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ALGEBRA DE BOOLE Y RETiCULO DE BOOLE COMPLETO
1. Algebra de Boole

Sobre un colectivo E se forma un lgebra de Boole si y solo si, siendo # un determinado elemento de
E, se cumplen las siguientes condiciones:

1° Operaciones
Se pueden definir las operaciones:

a) Una operacién unitaria interna * en |
De un dato de E se obtiene un resultado de E

b) Una operacion binaria interna +' en E
De dos datos de [E se obtiene un resultado de E

2°Abreviaciones

a) i es una abreviacion de u*, y por lo tanto
. *
i=u

b) Operacién binaria interna « en [E como abreviacion de una composicién mediante + oy
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x,ye B =sxey=(x"+y")" (7=>"="induce”)
3° Axiomas
Para cualesquiera a, b, ¢ € E, se cumplen las siguientes igualdades:

A, Conmutatividad de +'
a+'b=b+a



A, Distributividad de +' respecto a
a+' (bec)=(a+' b)e(a+' ¢)

A3 Absorcion de +' respecto a
a+ (aeb)=a

A4 Complementacion en +'
at'a'=u

Esta axiomatica fue publicada por el autor de este trabajo en la revista Gaceta Matemdtica del Consejo
Superior de Investigaciones Cientificas (1* Serie, Tomo XXVIIL, Nums.1 y 2, Madrid 1976).

2. Orden Reticular de Boole (Reticulo de Boole)

Una relacién de orden <'sobre un colectivo E es un orden reticular de Boole si y sélo si, siendo a, by c
cualesquiera elementos de [, se cumplen las siguientes condiciones:

B, El orden <'en E es un orden reticular, es decir:

a) Cualquier conjunto, con dos elementos, {a,b} de E tiene minorantes y mayorantes en E respecto a
ese orden.

b) Los minorantes de {a,b} tienen un maximo en E, al que llamamos extremo inferior de {a,b}
(inf{a, b}), y los mayorantes de {a,b} tienen un minimo en E al que llamamos extremo superior de
{a,b} (sup{a,b}).

B, El colectivo E tiene un minimo i, al que llamamos elemento infimo, y un méximo u al que llama-
mos elemento universal.

B; El reticulo indicado en B es distributivo, es decir, que
sup{a, inf{b,c}} = inf{sup{a,b},supia,c}}

B, El reticulo indicado en B, es complementado, es decir, que existe una biyeccionen E, /: E - E,
de modo que:

a) La biyeccion es involutiva

xeBE= f([ix)=x

b) La biyecci6n es antitona en <'
Parax,y € E

x<'y = fy) <flx)

¢) La biyeccion complementa a u
x € E = sup{x,fix); =u

3. Reticulo de Boole completo

El reticulo de Boole definido en 2 puede ser completo o no:
Un reticulo de Boole sobre E es completo si y s6lo si cualquier subconjunto no vacio de E tiene extre-
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mo inferior y superior.
Estudiémoslo:
3.1 Familias de elementos de £

a) Siendo 7 un colectivo de elementos a los que llamamos indices (normalmente / es N* ) y [ una
parte no vacia de /, si tenemos una aplicacién

a:H-E

Sabemos que

a(H) = {a(x) | x € H} = {a: |x € Hy = (ax)xert

Y a a(H) en la forma (ay) ey lo llamamos familia de elementos mediante x de H en E
b) Siendo H y K partes no vacias de /, si tenemos una aplicacion

b: HxK - E

Sabemos que

B(HxK) = {b(x,y) | (x,y) € HxK} ={by, | (x,) € HxK} = (b)) (xprernk
Y a 6(HxK) en la forma (b (xy)erek 10 llamamos familia de elementos mediante (x,y) de AxK en E.

3.2 Si convenimos que ITegay = inf(@x)rer, que Zxenty = SUp(@x)ser ¥ si tenemos en cuenta 2, la
axiomatica del reticulo de Boole completo seria:

1° Abreviacion

¥
z.\'eﬂax == (HxEHa.t)
2° Axiomas

B, El orden <'es reticular

B, El orden <'tiene elemento infimo y universal
B, El reticulo indicado en B, es distributivo

B, El reticulo indicado en B, es complementado
Bs [MTeena,<'a, (paracadax € H)

3° Regla

Para cualquier c€ &
c<'ay => ¢ <'Tlepat, (paracadax € H)

4, Observaciones:

Los desarrollos de las axiomaticas 1. 2 y 3 estdn expuestos y demostrados en el libro del autor de este
trabajo "Reticulo completo de Boole, Légica matematica, Teoria de conjuntos™, publicado por el Servi-



cio de Publicaciones de la Universidad de oviedo:

a) En R-IV-1 (libro indicado) se desarrollan las propiedades esenciales del dlgebra de Boole.

b) En R-IV-2 se define xRy = x ey = x, y se ve que la relacion R es de orden (reflexiva, antisimétrica
y transitiva ) y se demuestra que es un orden reticular. En adelante sustituiremos <'por R (7="="siy
solo si”)

¢) En R-IV-3 se define y desarrolla el reticulo de Boole.

d) En R-IV-3.1 se demuestra que de un dlgebra de Boole se deduce un reticulo de Boole.

¢) En R-IV-3.2 se demuestra que de un reticulo de Boole se deduce un algebra de Boole.

f) En R-V-1 se define y desarrolla el reticulo de Boole completo.

g) En R-V-i; se demuestra que si | es finito, el reticulo sobre €l es completo, ya que, en ese caso, por
R-IV-2.6.1, 51 (0tx)xetr = {@iy»Qigs s @iy (1,025 5im € N*)

inf(ay)rerr = I0f{Qi s Qiyy e iy ) = iy ® Uiy ® oo ® iy Y

SUP(@x)xerr = SUP{Qi,, Ay ees Uiy} = Aiy + Ay + o ¥ i,

Esto altimo acredita la nomenclatura indicada en 3.2.

h) Por d) y g), si sobre E finito se puede formar un algebra de Boole, entonces también sobre & se pue-
de formar un reticulo completo de Boole.

i) Llamamos dual de una formula demostrada mediante 4lgebra de Boole a la que resulte de alterar en-
tre si » y + y alterar entre si i y . Se probo, en R-IV-1.10, que demostrada, con su axiomatica, una
formula, también queda demostrada automaticamente su férmula dual.

j) Llamamos dual de una formula demostrada mediante reticulo de Boole completo a la que resulte de
alterar entre si los términos que separa <'ademas de alterar entre si « y +' y alterar entre siiyu. Se
probo, en R-V-1.4, que demostrada, con su axiomdtica, una formula, también queda demostrada auto-
maticamente su formula dual.

5. Reticulo de Boole completo con niimeros naturales

Definiendo, para n € N*, el conjunto de los nimeros naturales E, de modo que:
]En = {xlxz"xn l X15X25 s Xn € {09 1}}

Vemos que:

E, ={0, 1}

E, = {00, 01, 10, 11}

E; = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}

etc.



Que representan, para cada n € N*,todos los nimeros naturales de n cifras (con ceros a la izquierda)
en base 141 (1+1=10). El nimero de elementos distintos de E, es el de 2" (VR}).

Propiedades:

Sobre E,, para cada n > 1, se puede definir un dlgebra de Boole.

En efecto:

518in=1

Determinando u# = 1; se cumplen, para cada a1, 1,71 € By, las siguientes condiciones:
1° Operaciones

a) Operacion unitaria interna * en E;
a' =1-ay

b) Operacién binaria interna +' en E;
(/4] +’ ﬁl =max{a1,,81}

2° Abreviaciones

a) i es una abreviacion de u”
i=u'(0=1%

b) Operacion binaria interna « en [
ay s Bi = (a1 + BY)

3° Axiomas
Se cumplen las igualdades siguientes:

A, Conmutatividad de +'
ar + pr=hH + a7 R-I-1.4)

A, Distributividad de +' respecto a o
ar+ (Breyi) = (a1 + B1)e(ar + 1) RI-15)

Aj Absorcion de +' respecto a »
a) + (a1 2 p1) = a1 R-I-1.6)

A4 complementacién de +'
a1+ a] =u RI-1.7)

52S8in>2

En el conjunto E,, dado el elemento determinado u = 11..1 (n unos) se cumplen, para cualesquiera
®102..0n, B1B2--Bns Y172--¥n € By, las siguientes condiciones:



1° Operaciones

a) Operacion unitaria interna * en [E,
* * * *
(a102..0n) = 0105..0p

b) Operacion binaria interna +' en E,

a107..0p +’ ﬁ]ﬂz..ﬂn = (a1 +’ ﬂl)(az +’ ,Bg)..(a,, +, ﬁn)
2° Abreviaciones
a) i es una abreviacion de u”* (i= u")

b) Operacion binaria « en E, como composicion de * y +

a102..0p ® ﬂ]ﬂz..ﬂn = (((haz..an)* +’ (ﬂlﬁz..ﬁn)*))*
b1) aior..0y ® B1ﬁ2--ﬁn = (a1 o [31)((12 ° ﬂz)..(a,, . ﬁn) (R—VI-l.l-ii-2°—b1)
3° Axiomas

A; Conmutatividad de +'

aidy..0y + ﬂ]ﬁz..ﬁn = ﬁlﬁz--ﬂn +/ aA1ar..05 (R-VI—l.l-ii-?’O-A])

A, Distributividad de +' respecto a »

Q10-tn + (B1B2.Br e V172-¥n) = (@102.0n + B1B2.-Bu) » (@102.0n + V1¥2.¥n) R-VI-1.1-ii-
3%A)

A Absorcion de +' respecto a
A 0.0n + (@102..0, » B1B2.Bn) = 1020y R-VI-1.1-ii-3°-A3)

A4 Complementacién de +'
a1dy.0n + (@1a2..0,)° = u (R-VI-1.1-ii-3%-A4)

5.3. Con el desarrollo de la axiomética anterior, se define el orden <'de modo que
@102..0, < B1B2-Brn=0102..0n * f1P2..frn=102..0n

Y este orden define un reticulo de Boole completo, ya que E, es finito (4-g)
54.0102.0,<'B1Br.Pr=a1 <P1 Aa2 S Py A A < Br (R-VI2.2)

5.5. @102..00 < B1 B2 B = a102..02 < P1S2..fn (R-VI-2.3)

5.6. Con los elementos de E,,sin los ceros a la izquierda, se forma la siguiente sucesion creciente
respecto al orden < numérico:

0<1<10<1l<.<11.10<11..11
Que en base 9+1 seria:

0<1<2<3<.<2"-2<2"-1



Observemos que se cumple:

E,c E;c E;c...

6. Reticulo de Boole completo con niimeros racionales

Definiendo, para n € N*, el conjunto de los niimeros racionales IF, de modo que:
Fn = {222 | xix2.%n € En}

Vemos que:

_ 5000 001 o010 011 100 101 11 111
Fy = {&0, 000 00 oul 100 l0i 110 1l

etc.

Propiedades:

Sobre IF,,, para cada n > 1, se puede definir un dlgebra de Boole enque u =1
6.1 Operaciones definidas sobre F, paran € N*

a) Operacion unitaria * en I,
(alaz..a,, )t . aia;__a;
1.1 !

b) Operacion binaria +' en F,,

a10)..0p
11..1

1 BiBafBn _ (a1t Bi)ez+ B2).(an+ Bn)
n.1r - 11.1

+

6.2 En la aplicacion f: E, - I, tal que
®1,02,.,0, € B, =>fla;ar.a,) = S22

1.1
Se cumplen:
a) Es biyectiva

b) Son homomorfas, y por lo tanto isomorfas, las dos estructuras Ey, *, +' yFy, *, +

Y como la estructura E,, *, +' forma un 4lgebra de Boole y por lo tanto un reticulo de Boole completo,
entonces también la estructura F,, *, +' formara un lgebra de Boole y por lo tanto un reticulo de
Boole completo.

6.3 Con los elementos de F,, sin los ceros a la izquierda, se forma la siguiente sucesion creciente res-
pecto al orden < numérico:

Sin=1



En base 1+1 y en base 9+1
0<«1

Sin=2
En base 1+1
0< '11T < %—‘1’- <1

En base 9+1
0< % < % <1

Sin=3
En base 1+1

1 10 11 0!
0<111 < 11< 11 <111

=1

101 110
< 111 < m <1

En base 9+1
1 2 3
0<7<7<7<

BTN

=3: K2
<7<7<1

Sin>4
En base 1+1

0 111
0<ﬁ17<-1}7<..<———111__1° <1
En base 9+1

1 2
0< g <

27-1

272
<. <5<

Estas sucesiones son progresiones aritméticas que, en el caso de base 9+1 y n € N*, tienen 2" térmi-
nos, 0 como primer término, 1 como ultimo término y 2_"I—T como su diferencia.
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ALGEBRA DE BOOLE Y RETiCULO DE BOOLE COMPLETO
DE LOGICA POLIVALENTE

1.Familia de proposiciones polivalentes

a) Siendo U el universo del discurso; si P representa al colectivo de proposiciones simples y compues-
tas, H a una parte no vacia de U (o incluso de N*), y dada una aplicacion

P:H-P

Sabemos que

P(H) = {P(x) | x€ H} = {Px | x€ H} = (Ps)xent
Y a P(H), en la forma (P;)en, la llamamos familia de proposiciones mediante x de H en P.
b) Siendo H y K partes no vacias de U (o incluso de N*), si tenemos una aplicacion
R: HxK - P

Sabemos que



R(HXK) = {R(x,y) | (x.y) € HxK)} = {R., | (x,y) € HxXK)} = (Ray) eypemmk

Y a R(HxK) en la forma (Rx) x,yemk- 12 llamamos familia de proposiciones mediante (x,y) de HxK
en P.

2. Proposiciones cuantificadas

Mediante estas familias, y suponiendo que x € y actian como variables sujetos en Py y Ry, (0 siendo
x,y € N*), definimos, en R-1I-5, las proposiciones cuantificadas:

a) VxetiPx; b) IxetPx; ©) VeI ek Ry d) V 1tV yek Rxys €fC.
3. Valoracion polivalente de las proposiciones légicas sobre F, (n € N*)

Siendo P el colectivo de todas las proposiciones simples, compuestas o cuantificadas con sujetos de U
(o clementos de N* si se trata de familias de proposiciones) y F el conjunto de niimeros racionales
que forma un reticulo completo de Boole (1-6) definimos:

¢ :P - T,
de la siguiente manera:

Para cualesquiera P, Q € Py cualquier familia (Py)xen de Hen P,y representando ¢(Psx)xer una fami-
liade HenF,

1° Si P es una proposicion simple
Asignamos a ¢(P) un valor en la escala de F,, respecto al orden < de los nameros racionales, que
marque el grado de fiabilidad de la verdad de P (0 <¢(P)<1) teniendo en cuenta:

a) Las proposiciones simples que tengan valor cero (0) de Iy, tienen el grado minimo de fiabilidad de
verdad; tienen fiabilidad nula, son totalmente falsas.

b) Las proposiciones simples que tengan valor uno (1) de F,,, tienen el grado méximo de fiabilidad de
verdad; son totalmente verdaderas.

¢) Las proposiciones simples que tengan valor fraccionario de F,,, tienen un grado fraccionario de fia-
bilidad de verdad, es decir, tienen pérdida de verdad; pero no toda.

2° Si P es una proposicién simple, compuesta o cuantificada

$(=P) = ()

3° Si P o O son proposiciones simples, compuestas o cuantificadas

$(PV Q) = $(P) + $(Q)

4° Si la familia (Px)xcn esta formada por proposiciones simples, compuestas o cuantificadas
¢(VerPx) = inf(p(Px)er

5° Si convenimos que P A Q y JxenPs son respectivamente abreviaciones de —(—PV Q) y de
—V yen—P5, resultarfa que se podrian valorar tales abreviaciones aplicando 1°, 2°, 3° 0 4°.



Observemos que para valorar 1° utilizamos el orden numérico < en ., para valorar 2° y 3° utilizamos
E‘l ilgebra de Boole en F,, y para valorar 4° utilizamos el reticulo de Boole completo con su orden <'en
Propiedades:

Para cualesquiera P, Q € Py cualquier familia (P;)cr de Hen P

3.1¢(PAQ) = ¢(P) + 9(Q) (R-VII-1.1)

3.2 $(FseiPx) = supp(Pr)serr (R-VII-1.2)

3.3 Suponiendo que P es una proposicién simple con un predicado p y una variable sujeto z € U'y
convenimos que P = p(z), podriamos definir la aplicacion

¢p : U > F,, tal que

ze U= ¢p(2) = ¢((2))

Esta aplicacion define la familia ¢(p(2)).cu. Y esta familia de valores de IF, nos indica el grado del
cumplimiento de la predicacion p para cada elemento de U.

4. Relaciones en P mediante valores de F, paran € N

a) Relacion < en P

XoY=¢p(X) = ¢()) (léase: Xequivale a ))

(< es relacion de equivalencia por ser reflexiva, simétrica y transitiva, por R-VII-2.1)

b) Relacion = en P

X=YV=¢(X) <'$p()) (éase: X implica logicamente a J) (Por I-5.5), X= Y= §(X)<¢()))
(= es relacion de orden por ser reflexiva, antisimétrica y transitiva, por R-IV-2")

5. Algebra de Boole de la légica polivalente

Propiedades:

Siendo # una proposicién tal que ¢(u) = 1; para cualesquiera P,Q,R € PP y valorando sobre I, para
n € N*, se cumplen:

5.1 Siendo i una abreviacion de —u

i e —u ($0) = p(-u))
52PAQ & ~(=PV—Q) @PAQ)=¢(~(=PV—Q)) R-VII-3.2)

5.3 Conmutatividad de V
PVQ e QVP (p(PVQ)=¢QVP) (R-VII-3.3)

5.4 Distributividad de V respecto a A
PV(QAR) & PVOYAPVR) @PVQAR)=¢(PVOAOAPV R)) (R-VII-3.4)
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5.5 Absorcion de V respecto a A

PV(PANQ) e P (p(PV(PAQ))=¢(P)) (R-VII-3.5)

5.6 Complementacion en disyuncion
P\ —P o u (p(PV —P) = ¢(u)) (R-VII-3.6)

Y vemos, al observar la definicién indicada en I-1, que estas propiedades validan a la logica poliva-

lente como un dlgebra de Boole. Recordemos que cualquier axiomética sélo depende de las formulas y
reglas (su estructura) sin importarnos como éstas fueron construidas ni el tipo de lenguaje utilizado pa-
ra ello.

Las diferencias lingiiisticas entre la axiomatica abstracta del algebra de Boole y la misma axiomética
aplicada a la l6gica polivalente son las siguientes:

a) Cambiar ”=" por ”&”. b) Cambiar la operacion binaria abreviada ”«” por la operacion binaria abre-
viada ”A”. ¢) Cambiar la operacién unitaria ”+” por la operacién unitaria ”—”. d) Cambiar la operacion
binaria ”+'” por la operacion binaria V"

En resumen, la l6gica polivalente es un modelo de la axiomatica abstracta de algebra de Boole definida
enl-1.

Observemos que esta axiomatica de algebra de Boole de la l6gica polivalente es idéntica a la axioma-

tica de dlgebra de Boole de la l6gica binaria estudiada en R-IV-1' (libro).

6. Reticulo de Boole de la l6gica polivalente

Como vimos, en I-4-d, que de un dlgebra de Boole se deduce, en R-IV-3'.1', un reticulo de Boole, en-
tonces del 4lgebra de Boole de las proposiciones polivalentes se deduce, por la identidad anteriormente
indicada, el reticulo de Boole correspondiente al idéntico deducido en R-IV-3".1".

La diferencia lingiiistica esta en el cambio del signo <' (x <'y = x « y = x), que indica el orden reticu-
lar abstracto, por el signo = (X = Y = XA Y & AX), que indica el orden reticular de la logica poli-

valente. La definicion X = Y = ¢(X) 5’¢(y), indicada en 4-b, no est4 en desacuerdo con la obtenida
al desarrollar el algebra de Boole, puesto que:

XANY & X =§X)<'$()
(XAY & X = d(XAY) = §(X) = 6(1) + () = &(X) = $(1) <'$O)).

7. Reticulo de Boole completo de logica polivalente

7.1 Como vimos, en VII-4.2, que la axiomatica del reticulo de Boole completo de logica polivalente es
la del reticulo de Boole afiadiéndole tres nuevas propiedades; estas tres nuevas propiedades son:

1) Abreviacion

JserrPx © —V3en—Px (R-VII-3.7)

2) axioma

VePx = Px (paracadaxe H) (R-VII-3.8)
3) Regla

0 = Py == O > VP (paracadax e H) (R-VII-3.9)
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7.2 Por ser la axiomatica de reticulo de Boole completo en 16gica binaria (V-1") idéntica a la axiomati-

ca de reticulo de Boole completo en logica polivalente, se cumple en Iégica polivalente, si 0<m<2" y
H = {i1,i2,..,imy (H< Uo H < N*) que:

) VserPx © Piy AP AL APy, (V-1'.5")

b) JeerPx © Py, VP, V..V Py, (V-1'5")

) ¢(V1etiPx) = 9(Pi)) « ¢(Pi,) ..o $(P;,) (3.1)

d) $(FxeriPx) = $(Piy) + ¢(Pi,) + .. +' $(P1,) (3-3°)

8. Conclusion

Existe s6lo un soporte axiomético para las distintas sucesiones que valoran las proposiciones 0gicas
polivalentes, la diferencia estd s6lo en la longitud de dichas sucesiones de valores: F; 2'; Fy, 22; T,
23: F,, 2"

En el libro indicado en I-4, tenemos demostradas, sobre el soporte axiomatico comin, los siguientes
blogues de propiedades: IV-1', IV-2, IV-3/,V-1"y V-2', validas para cualquier sucesion de valores.
Evidentemente, pueden obtenerse nuevas propiedades de la axiomatica.

i1

ALGEBRA DE BOOLE Y RETiCULO DE BOOLE COMPLETO
DE CONJUNTOS POLIVALENTES

1. Proposiciones conjuntistas polivalentes

Dado un universo del discurso U, un elemento b de Uy un conjunto 4 de U (4 € P(U) ), la expresion
b € A (b pertenece a A) es una proposicion conjuntista (b sujeto, € verbo 'y 4 complemento del predica-
do). Ahora podemos representar, en la aplicacion valorativa ¢ : P - F, (n € N*), mas explicitamen-
te, una proposicién cerrada P de P en la forma b € 4, y si fuese abierta, en la forma x € A. En este
ultimo caso, podriamos definir la aplicacion

¢4 : U Fy, tal que

xe U= ¢gs(x) = p(x€ 4)

Esta aplicacion nos define la familia ¢ 4(x)scv- Y esta familia de valores de F, nos indica el grado de
pertenencia en el conjunto 4 de cada elemento de U; definiendo, por lo tanto, al conjunto polivalente 4
de U:

a) Los elementos de U que tengan en 4 grado de pertenencia cero (0) no estan en 4.

b) Los elementos de U que tengan en A grado de pertenencia uno (1), estan en A enteramente, sin nin-
guna pérdida de pertenencia.

¢) Los elementos de U que tengan en 4 grados de pertenencia fraccionarios estan en A fraccionaria-
mente, es decir, tienen pérdida de pertenencia; pero no toda.
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2. Otras definiciones
a) Conjunto universal polivalente

Es el conjunto que contiene todos los elementos del universo del discurso y cada uno de ellos con gra-
do de pertenencia uno (1). Se menciona como el universo del discurso, conjunto U.

b) Conjunto vacio polivalente

Es el conjunto sin elementos del universo del discurso, y por lo tanto el grado de pertenencia de cada
uno de los elementos de U a él es cero (0). Se menciona con el signo @, conjunto @.

¢) Conjuntos polivalentes iguales

Dos conjuntos polivalentes 4 y B son iguales si y sélo si, para cada elemento de U, su grado de perte-
nencia en A4 es igual a su grado de pertenencia en B.

A=B=¢,x) = ¢p(x) (paracadaxe U)

ci)A=B=xeAd e xeB
(A=B=¢s(x) = ¢p(x) =¢p(xed) =plxcB)=xed & x€B)

d) Inclusién normal de dos conjuntos polivalentes

Un conjunto polivalente 4 est4 incluido normalmente en un conjunto polivalente B, y lo representamos
por A € B, siy sélo si, para cada elemento de U, su grado de pertenencia en 4 es igual o anterior a su
grado de pertenencia en B respecto al orden reticular <.

A € B=¢u(x)<'¢p(x) (paracadaxdeU) (Porl-5.5,4 < B=> P4(x) <Pr(x))

d)AcB=xecA=>x€eB :
(A4S B=¢ax)<¢p(x) = p(xed)<'p(xeB)=xed = x€B)

¢) Inclusion estricta de dos conjuntos polivalentes

Un conjunto polivalente A esté incluido estrictamente en un conjunto polivalente B, y lo representamos
por A < B, siy solo si, para cada elemento de U, su grado de pertenencia en 4 es anterior a su grado
de pertenencia en B respecto al orden reticular <' (@ <'b & a<'b Aa # b).

A C B=¢x)<'¢5(x) (paracadaxde U) (Porl-55,4 < B => ¢4(x) <$5(x))

3. Conjuntos polivalentes deducidos de otros

a) Complementario del conjunto polivalente 4 de U

Llamamos complementario del conjunto polivalente 4 de U, y lo representamos por A~, al conjunto
polivalente de U

A~ = {x|—x €4} (U implicito)
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Que es el conjunto de los elementos x € U tales que
p(xcd)=¢(—xed)+0

a,) Por la definicion, para cada x € U
xed™ o «xed (1I-4-3)
a,) Para cadax € U

$a-(x) = pa(x)*
(pa-(x) = plxed) = p(—xe€d) = pxe A" = $p4(x)")

a;) Paracadaxe U

$u-(x) = ¢a(x)
(Gu-(x) = pu()* = 17 = 0 = py(x))

ay)) U™ = 0
b) Diferenciade 4y B

Llamamos diferencia de los conjuntos polivalentes 4 y B de U, y la representamos por A — B, al con-
junto polivalente de U

A-B = {x|x€AA\—xe B} (Uimplicito)

Que es el conjunto de los elementos x € U tales que
p(xeA-B)=¢p(xeAN—x€B)+0.

b;) Por la definicion, para cada x € U
xcA-BoxcAN—xeB

b,) Paracadaxe U

$4-8(x) = Ppa(x) o pa(x)*
(@) =p(xcAd-B) = p(xeAN—x€B) = p(xcAd)sp(—xe€B) = p(xcA)ep(xeB)" =
pa(x) * 5(x)")

¢) Uni6n de los conjuntos polivalentes A y B de U

Llamamos unién de los conjuntos polivalentes 4 y B de U, y la representamos por A U B, al conjunto
polivalente de U

AUB = {x|xeAVxe B} (Uimplicito)

Que es el conjunto de los elementos x € U tales que
p(xeAUB) = ¢(xcAVxeB)#0

¢,) Por la definicion, para cadax € U
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xedAUBoxeAVxeB

¢y) Paracadaxe U

aup(x) = g4(x) + $5(x)
(Gaun(x) = pxc AUB) = p(xe4VxeB) =p(xeA) + $(x € B) = ¢4() + ¢5(x))

d) Interseccion de los conjuntos polivalentes Ay B de U

Llamamos interseccién de los conjuntos polivalentes 4 y B de U, y la representamos por 4 1 B, al con-
junto polivalente de U

ANB = {x|xe€ A4 Axe B} (Uimplicito)

Que es el conjunto de los elementos x € U tales que
¢p(xeANB) = p(xcAAxeB)*0

d,) Por la definicién, para cadax € U
xeANB o xcAAxeB

d,) Paracadaxe U

¢ anp(x) = $a(x) * $5(x)
(Guns(x) = p(x€ANB) = p(x e ANx € B) = p(x € A) + plx € B) = $4(x) * $5(x))

4. Algebra de Boole de los conjuntos polivalentes

Para cualesquiera conjuntos polivalentes A,B,C e P(U), se ve, siendo U el elemento determinado de
P(U) (I-1), que se puede formar la siguiente axiomatica:

1° Operaciones

a) Operacion unitaria interna — en P(U)

b) Operacién binaria interna U en P(U)

2° Abreviaciones

a) @ es una abreviacion de U~

@ =U (3-a4)

b) Operacion binaria interna N en P(U)

X,YeP() = XNY=X UY) xeXNYeoxe(X UY))
3° Axiomas

A, Conmutatividad de U
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AUB=BUA (xeAUB & xe€BUA)

A, Distributividad de U respecto a
AUBNC)=AUBNMUUC) xeAUBNC) @ xe(AUB)NMUUC))

A3 Absorcion de U respecto a
AUANB)=A4A x€AU(ANB) © xecA)

A4 Complementacion en U
AUA  =U (xeAUA™ @ xel)

Y vemos que esta axiomética es la de un algebra de Boole al observar la definicion indicada en I-1.

Las diferencias lingiiisticas entre la axiomatica abstracta del dlgebra de Boole y la misma axiomatica
aplicada a los conjuntos polivalentes son las siguientes:

a) Cambiar u ¢ i respectivamente por Uy @. b) Cambiar la operacion binaria abreviada “” por la
operacion binaria abreviada ”V”. ¢) Cambiar la operacion unitaria ”+” por la operacién unitaria ”~". d)
Cambiar la operacion binaria ”+'” por la operacion binaria "U”.

En resumen, los conjuntos polivalentes son un modelo de la axiomatica abstracta de algebra de Boole
definida en I-1.

Observemos que esta axiomatica de 4lgebra de Boole de los conjuntos polivalentes es idéntica a la

axiomética de 4lgebra de Boole de los conjuntos binarios estudiados en R-IV-1"(libro).

5. Reticulo de Boole de los conjuntos polivalentes

Como vimos, en I-4-d, que de un 4lgebra de Boole se deduce, en R-IV-3 ”.1"”, un reticulo de Boole,
entonces del 4lgebra de Boole de los conjuntos polivalentes se deduce, por la identidad anteriormente
indicada, el reticulo de Boole correspondiente al idéntico deducido en R-IV-3".1".

La diferencia lingiiistica estd en el cambio del signo <' (x < y=xe+y=1x), que indica el orden
reticular abstracto, por el signo € (X € Y = XN Y = X) que indica el orden reticular de los conjuntos
polivalentes. La definicién X < Y = ¢x(x) <'¢y(x), vista en 2-d, no esta en desacuerdo con la obteni-
da al desarrollar el dlgebra de Boole, puesto que:

XNY=X=¢x(x) <or(x)
XNY=X=xeXNYoexeX=xecXAxe YoxeX=s¢xeXAxel)=¢xeX) =
p(xeX) e p(xe V) =d(x € X) = px(x) » $r(x) = px(x) = dx(x) <'$r(x))

6. Familias de conjuntos polivalentes

a) Siendo I un colectivo de elementos a los que llamamos indices (normalmente I es el conjunto N*de
los niimeros naturales), y H una parte no vacia de I, si tenemos una aplicacion

A: H-PWU)
Sabemos que

A(H) = {A(x) | xEH} = {Ax l er} = (.Ax)er

Y a A(H) en la forma (Ax)xex lo llamamos familia de conjuntos polivalentes de U mediante x de H.
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b) Si tenemos una aplicacion

B : HxK - P(U)

Obtenemos como antes que

B(HxXK) = (Bsxy) (xy)ehxk

Y a (Bxy) etk lo llamamos familia de conjuntos polivalentes de U mediante (x,y) de HxK.
7. Conjuntos polivalentes deducidos de familias de conjuntos polivalentes

a) Interseccion de la familia (Ax)xen de conjuntos polivalentes de U

Llamamos interseccion de la familia (Ay)xen, y la representamos por Nxex Asx, al conjunto polivalente
de U

Nxel Ax = {Z | vaJ-IZ € A_x} (U impicito)

Que es el conjunto de los elementos z € U tales que
P(z € Nxerr Ax) = ¢(Vyenz € Ax) =0

a) por la definicién
Z2€Ngert Ax & Vo gz € As

a,) Para cadaz € U, y por I-7.2-¢

Prvn 4,(2) = 04, (2) * 94, (2) 5 - * b4, (2) (O<m<2") (1,izersim € NT)
P 4,@) = 0 € Nserr A) = (Ve € Ax) =z € Ai) » pz € Aiy) = .
cpze Ai,) = 94, 2) * P, e ¢ b4,,(2))

b) Uni6n de la familia (Ax)xex de conjuntos polivalentes de U
Llamamos union de la familia (A,)ex, y la representamos por Usesr Az, al conjunto polivalente de U
Userr Ax = {2 | 3xemr z € Ay} (U implicito)

Que es el conjunto de los elementos z € U tales que
¢z € Usenn Ax) =¢(Fxenze Ax) =0

b, Por la definicion
Z € Usert Ax © E!erZ € A,

b,) Paracadaz € U, y por II-7.2-d

Puen 4:(2) =04, (@) + 94, @D + .+ $4,(2)
(B 4.(2) = (2 € Userr A2) = §(F,epz € A) =9z € Ai)) +' 6z € Ai) + .
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+ plze Ai,)=9a, @+ $a,@+ .+ $a, (@)

8. Reticulo de Boole completo de los conjuntos polivalentes

Como vimos, en I-3.2, que la axiomética del reticulo de Boole completo abstracto es la del reticulo de
Boole afiadiéndole tres nuevas propiedades; en el caso de los conjuntos polivalentes, estas tres nuevas
propiedades, al ser I, finito, existen, y son:

1) Abreviacion

Userr Az = (Nxerr Ax)™

2) Axiomas

Nxett Ax © Ay (para cadax e H)

3) Regla

BC A;=> B Nxen Ax (para cadax € H)

Demostracion de 1) (2-¢1)

z € UxeH Ax <~ Eierz 1S Ax i=4 ﬁver—'lZ (= Ax L= —lverZ S A; < '—n(Z € NyeH A;) <=

z € (Nyerr Ax)”

Demostracion de 2) (2-d;)
Z€NMwen Ax 2 Voeyz€ Ax 2 z€ A;
Demostracion de 3)

BgAx:—>zeB:>ze.AxE—»ZGB:VerzeAxE—»gb(zeB)s' ¢(Vrenz € Ax) = ¢(z € B)
-<—, ¢(ZenerAx)E_’Z€BﬁzeﬂerAxE"B(_:ﬂer.Ax

9. Conclusion

Existe un sélo soporte axiomético para las distintas sucesiones que valoran los conjuntos polivalentes,
la diferencia esta sélo en la longitud de dichas sucesiones de valores: F, 2% F,, 22, .. F,, 2"

En el libro indicado en I-4,tenemos demostradas, sobre el soporte axiomatico comun, los siguientes
bloques de propiedades: IV-1", IV-2", IV-3", V-1" y V-2", vilidas sobre cualquier sucesién de valo-
res.

Evidentemente, pueden obtenerse nuevas propiedades de la axiomatica.

v
LENGUAJE MATEMATICO POLIVALENTE
1. Expansién del universo del discurso (del discurrir)

Dado un universo del discurso U, universo base, construimos la sucesion de universos expansivos de
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U:

Ut = UUPU), U = Ut ypUt), UG = U UPUY),...

Resultando que:

UcUtcU? cUS c..

1.1 Si elegimos como universo del discurso a U o alguno de sus universos expansivos, entonces queda
inalterable lo dicho sobre valoracion con F,, en II-3, de las proposiciones logicas o, en II-1, sobre el
grado de pertenencia a un conjunto de cada elemento del universo en cuestion.

2. Elemento pareja ordenada, elemento triplete ordenado, etc.

a) Elemento pareja ordenada

Dados dos elementos a;,a; € U, sabemos que {a} y {a1,a2} son conjuntos de U'y elementos de

U, asi como también que {{ai}.{ai,a2}} es conjunto de UU y elemento de U?. A este elemento
{{a\},{a1,a;}} de U? lo llamamos elemento pareja ordenada y convenimos representarla por (a1,4a2)

(definicion de Kuratovski), en que a; y a; son respectivamente su primera y segunda componentes.

b) Elemento triplete ordenado

Dados tres elementos a1,a3.a3 € U, sabemos que (a1,a2),d3 € U@, y su elemento pareja ordenada
((a1,a2),a3) € U®. A este elemento ((a1,a2),a3) que convenimos representar por (ai,az,a3), lo
llamamos elemento triplete ordenado en que aj,a2 y @3 son respectivamente su primera, segunda y

tercera componentes.

¢) Y asi, sucesivamente induciendo, obtendremos elementos cuatripletes de U y, sit > 5, t-pletes de
U@ @D,

Propiedad:

Se demuestra que, para ¢ > 2

(1,52 s X1) = (X}, Xp e X1) = X1 = X) AX2 = X3 A AXe = X,
3. Producto cartesiano de conjuntos polivalentes

a) Producto cartesiano de dos conjuntos polivalentes

Liamamos producto cartesiano de los conjuntos polivalentes 4, y A, de U, y lo representamos por
Ay x A,, al conjunto polivalente de U

Ay x Ay = {(x1,x2) | x1 €A1 Ax2 € Ay} (U? implicito)
Que es el conjunto de los elementos (x1,x2) € UQ tales que

¢((X1,X2) € A XA2) = ¢(X1 eAi ANx2 €A2) +0
(Siendo P, el colectivo de todas las proposiciones sobre Uly¢:Py » Fp)
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ap) Por la definicion
(xl,X2) €A1 XA2 < X1 GA] A X2 EA2
b) Producto cartesiano de tres conjuntos polivalentes 41,42,43 € P(U)

Sabemos que 4 x A2 y A3 son conjuntos polivalentes de U@, y su producto cartesiano (41 x 42) X
A3, que convenimos representar por A x A, x A, es un conjunto polivalente de U“.

¢) Y asi, sucesivamente induciendo, obtendriamos productos cartesianos de cuatro conjuntos poliva-
lentes de U® v, si > 2, productos cartesianos de ¢ conjuntos polivalentes de U @D,

Propiedad:

Siendo P, (.1 el colectivo de todas las proposiciones sobre U? D porfI-3.1, para t > 2y
¢ : Py~ Fa

¢A1XA2X..XA((x19x29'-axt) = ¢A1(x1) ° ¢A2(x2) ®..° ¢At(xt)

(Dt st xds (X 15X2, s X0) = P((X1, X2, ., %) €Ay X A2 X .. xA)=¢x1 €A1 Axa€A N .. A\
xi€A;) = p(x1 € A1) o p(x1 € Ar) o o Ppxi € Ar) = §a (1) @ Py (x2) ® . * 9, (x0))

4. Correspondencias sobre productos cartesianos

Siendo ¢ > 2 y dado 4; x 4, x .. x 4,, llamamos correspondencia sobre este producto cartesiano a
cualquier subconjunto de €l.

SiK, C Ay xA; x..x A, K, esuna correspondencia sobre dicho producto cartesiano y

G, (1, %2500 %) S Py (x1) o Py (X2) @ oo @ G, (1)

(¢K1 (xl >x23 “9xt) SI¢A1XA2X AXAx(xl ax27 "axt) = ¢A1 (xl) . ¢A2 (xZ) e .. ¢A; (xt))
5. Las correspondencias son la esencia del lenguaje matematico
Son correspondencias:

Las relaciones de equivalencia sobre un conjunto. Las relaciones de orden sobre un conjunto. Las apli-
caciones sobre dos conjuntos. Las operaciones unitarias internas o externas. Las operaciones binarias
internas o externas. etc.

6. Notas
1) Lo tratado en este capitulo estd desarrollado, por el autor de este trabajo, en el libro “Lenguaje
Matemético” (632 pp.), publicado por el Servicio de Publicaciones de la Universidad de Oviedo.

2) El libro esta desarrollado con lenguaje conjuntista y valorado binariamente en Fy; pero creo que

podria valorarse polivalentemente sobre F,,, para n = 2, siguiendo la marcha desarrollada en los capi-
tulos II, I y IV de este trabajo.
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