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Ár,cnnn¡. DE BooLE Y RETÍcuLo DE BooLE coMPLETo

1. ÁIgebra de Boole

Sobre un colectivo lD se forma un álgebra de Boole si y sólo si, siendo u un determinado elemento de

IE, se cumplen las siguientes condiciones:

1o Operaciones

Se pueden definir las operaciones:

a) Una operación unitaria interna * en IE
De un dato de IE se obtiene un resultado de ID

b) Una operación binaria interna +' en lE
De dos datos de iE se obtiene un resultado de IE

2oAbreviaciones

a) i es una abreviación de z*o y por lo tanto
t :  u

b) Operación binaria interna . en lE como abreviación de una composición mediante +' y *

x,y e W -:-+x. y: (x* +'.y')- ( )t='-+": "induce" 
)

3o Axiomas

Pma cualesquiera a,b,c e E, se cumplen las siguientes igualdades:

A1 Conmutatividad de +'
a + ' b :  b + '  o



Az Dishibutividad de +/ respecto a .
a + '  ( b . " )  :  ( a + '  b ) .  ( a + '  c )

A.3 Absorción de +' respecto a.
a + ' ( a . b ) :  a

Aa Complementación en +'
a + t  e ' :  u

Esta axiomática fue publicada por el autor de este trabajo en la revista Gaceta Matemática del Consejo
Superior de lnvestigaciones Científicas (lu Serie, Tomo XXVIII, Nums.l y 2,Madrid 1976).

2. Orden Reticuhr de Boole (Retículo de Boole)

Una relación de orden <'sobre un colectivo iE es un orden reticular de Boole si y sólo si, siendo a, b y c
cualesquiera elementos de iE, se cumplen las siguientes condiciones:

B r El orden <'en IE es un orden reticular, es decir:

a) Cualquier conjunto, con dos elementos, {a,bl de E tiene minorantes y mayorantes en E respecto a
ese orden.

b) Los minorantes de {a,b) tienen un miáximo en IEo al que llamamos extremo inferior de {a,bl
(nf{a,bl), y los mayorantes de {a,bl tienen un mínimo en IE al que llamamos extremo superior de

{a,b} (sup{c,é}).

82 El colectivo IE tiene un mínimo i al que llamamos elemento ínfimo, y un mriximo u al que llama-
mos elemento universal.

83 El retículo indicado en B 1 es distributivo, es decir, que
sup{c, inf{á, c}} : inf{sup{c, ó}, sup{4, c}}

84 El retículo indicado en 81 es complementadoo es decir, que existe una biyección en IE, /: lE * IE,
de modo que:

a) La biyección es involutiva
x e E = + ; f f i x ) ) : x

b) La biyección es antítona en <l
Patax,y e M
1e1ty =.+ fu)<'f(*))

c) La biyección complemerúa a u
¡ e E =--) supft,;(x)): ¡¿

3. Retículo de Boole completo

El retículo de Boole definido en 2 puede ser completo o no:
Un retículo de Boole sobre iE es completo si y sólo si cualquier subconjunto no vacío de E tiene exffe-



mo inferior y superior.

Estudiémoslo:

3.1 Familias de elementos de E

a) Siendo .I un colectivo de elementos a los que llamamos Índices (normalmente ,I es NI* ) y ,É1una

parte no vacía de d si tenemos una aplicación

a : H - * M

Sabemos que

{ I t :  { s ( x ) l x  e  I+ :  {a , l x  e  I I I :  ( ox )x .n

Y a 4II) en la forma (a,),.n lo llamamos familia de elementos mediante x de Il en IB

b) Siendo Hy Kpartes no vacías de 1, si tenemos una aplicación

b : HxK'* M

Sabemos que
b(HxI} : {tfu,y) | (x,y) e HxI(} : {b, | (x,y) e HxI{} : (b'y)6y¡"n"r<

y a b(HxIQ en la forma (bo)6y¡.a"xlo llamamos familia de elementos mediante (x,y) de HxKenF*

3.2 Si convenimos que fl*¡¡a' : i¡1(s¡)re¡¡, que X'=¡¡d' : sup(g").ren 1r si tenemos en cuenta 2, la

axiomática del retículo de Boole completo sería:

lo Abreviación

ZxeHdx: (fI'.sai)'

2o Axiomas

Br El orden <'es reticular
Bz El orden <'tiene elemento ínfimo y universal
Bl El retículo indicado en ,B1 es distributivo
84 El retículo indicado en ,B1 es complementado
85 fl¡¿7c¡('a* (Pataoada.r e I1¡

3o Regla

ParacualquiercelE
c1ta, =+ úr(tflr€.¡?cr (para cadax e Il)

4. Observaciones:

Los desarrollos de las axiomáticas 1, 2 y 3 estánexpuestos y demostrados en el libro del autor de este

trabajo "Retículo completo de Boole, Llgicamatemática, Teoría de conjuntos", publicado por el Servi-



cio de Publicaciones de la Universidad de oviedo:

a) En R-IV-I (libro indicado) se desarrollan las propiedades esenciales del álgebra de Boole.

b) En R-IV-2 se define xRy : x. y : x, y se ve que la relación rR es de orden (reflexiva, antisimétrica

y transitiva ) y se demuestra que es un orden reticular. En adelante sustifuiremos <'por R ( '=" - '2si y

sólo si" )

c) En R-IV-3 se define y desarrolla el retículo de Boole.

d) En R-IV-3.1 se demuestra que de un álgebra de Boole se deduce un retículo de Boole-

e) En R-IV-3.2 sedemuestra que de un retículo de Boole se deduce un álgebra de Boole.

f) En R-V-l se define y desarrolla el retículo de Boole completo'

g) En R-V-ir se demuestra que si lE es finito, el retículo sobre él es completo, ya que, en ese caso' por

R-fV-2.6.t,  si(a') ' .¡¡ :  {üir,üiz,-.,ai. l  ( iLiz,", i .  e N*)

h f (u r ) r . n  : i n f {u ¡ r rü i r r . . , d i * )  -  d ' i t ' a ' . i z '  "  ' . ü i *Y

t , rp(á ' j ro  :  sup{c; , ,4  i2 , . . ,ü i . ) :  ü i t  I '  a ' i ,  * '  "  * t  d ' in

Esto último acredita la nomenclatura indicada en 3.2.

h) por d) y g), si sobre lE finito se puede formar un álgebra de Boole, entonces también sobre E se pue-

de formar un retículo completo de Boole.

i) Lhmamos dual de una fórmula demostrada mediante álgebra de Boole a la que resulte de alterar en-

á ;í . y +, y alterar entre si i y z. Se probó, en R-IV-1.10, que demostrada, con su axiomática, una

formul4 también queda demosüada automáticamente su fórmula dual.

j) Llamamos dual de una fórmula demostrada mediante retículo de Boole completo a la que resulte de

alterar entre sí los términos que separa <'además de alterar entre si . y +' y afterar entre sí i y z. Se

probó, en R-V-1.4, que demoitada, con su axiomática, una formula, también queda demostrada auto-

máticamente su formula dual.

5. Retículo de Boole completo con números naturales

Definiendo, para n e N[*, el conjunto de los números naturales IE, de modo que:

M, : {xp2.xn I x¡x2,..,xn € {0' 1}}

Vemos que:

IE1 : {0, 1}

E2 :  {00,  01,  10,  l l }

183  :  {000 ,001 ,010 ,011 ,  100 ,  101 ,  110 '  111 }

etc.



Que representan, para cada n e N*,todos los números nafurales de n cifras (con ceros a la izquierda)

en base l+l (l+l:10). El número de elementos distintos de I0, es el de 2' (VRÍ).

Propiedades:

Sobre Mroparacadan ) 1, se puede definir un álgebra de Boole.

En efecto:

5.1 Si  n  :1

Determinando u: I; secumplen,paracadaar,Pt,yr elE1, lassiguientescondiciones:

1o Operaciones

a) Operación unitaria intema * en IE1
a , ' : l - a l

b) Operación binaria interna +' en iE¡
at  l - t  F t  :max{u1,p1l

2o Abreviaciones

a) i es una abreviación de ¡r.
i : u *  ( o :  1 . )

b) Operacién binaria interna . eil lEr
a1  c  B r :  (a i  + '  p i ) .

3o Axiomas

Se cumplen las igualdades siguientes:

A1 Conmutatividad de +'
ut +' Ft :  B1*t ar (R-I-1.4)

Az Distributividad de +' respecto a '

at +' (Ft .  Tt) :  (at +' f l t) .  (u, +' Tr) G-I-1.5)

,A.3 Absorción de +t resPecto a .

a1+ t (a1 .  F t ) :  c1  (R - I -1 .6 )

A4 complementación de +'
a l t t  a i :  z  (R - I -1 .7 )

5 . 2 S i n 2 2

En el conjunto lEo, dado el elemento determinado tr:11..1 (n unos) se cumplen, para cualesquiera

ü1d2..ün, frtfrz..Fn, T tTz..Tn e IEn, las siguientes condiciones:



1o Operaciones

a) Operación unitaria interna * en IEn
(aúz..un)* : aiui..ai,

b) Operación binaria interna +' en IE,
ü1ü2. .an+'  Ft f lz . . f ln : (o1 + '  f l ) (az+ '  f r ) . . (an+'  f rn)

2o Abreviaciones

a) Í es una abreviación de u* 7i -- u*¡

b) Operación binaria ¡ er lDn como composición de * y +'
a1ü2. .ü¡ .  f l t f r2 . . f ln  :  ( (ap2. .a , )*  * '  ( f i$2. . f  " ) . ) ) .

b1) ap2..an. Ft\z..f l , :  (üt .  F)(az. Fz)..(u". É,) (R-VI-l .1-i i-2'-br)

3o Axiomas

A1 Conmutatividad de +'
dtüz..dn +' f l  t \z..Fn : f l  t fz..f" +t ü 1d,2..d,n (R-VI-l .1-i i-3%Ar)

Az Distributividad de +' respecto a'
o ro r . . on+ '  (p rp2 . .pn .T rTz . .Tn ) : (ap2 . .ao+ '  P rP2 . .Pn ) . (apz . .un+ '  T rTz . . / , )  (R -v I -1 .1 - i i -

3'-Az)

A3 Absorción de +t respecto a.
ütü2. .ün +t  (up2. .ar .  f  tFz. .Fn)  = ütü2. .ün G-VI-1.1- i i -3qAl)

Aa Complementación de +'
d tü2..d. n +t (a ñ2..a n)* : u (R-VI- 1. 1 -ii-3"-44)

5.3. Con el desarrollo de la axiomática anterior, se define el orden <'de modo que

d. 1ü2..ü n a' F, f l  2..f l  " = ü rü2..ü n . f  t  Fz..F " :  ü 1d,2..ü n

Y este orden defrne un retículo de Boole completo, ya que IB' es finito (4-g)

5.4. arüz,&n l '  f l t fr2..F, = at I  Fr A az I Fz A.. A ün 1 P" &-Vl-2'2)

5.5. aúz..a, a' f l  t fz..f ln =+ Q1fl2..a" 1 f l  t fz..B" R-VI-2.3)

5.6. Con los elementos de lflu,sin los ceros a la izquierda, se forma la siguiente sucesión creciente

respecto al orden < numérico:

0  <  I  <  l 0  <  l l  < . . .<11 . .10  <  11 . .11

Que en base 9+1 sería:

0 <  1 < 2 < 3 < . . . < 2  - 2  < 2  - L



Observemos que se cumple:

IElc IE2c IE:c...

6. Retículo de Boole completo con números racionales

Definiendo, pera n € N*, el conjunto de los números racionales IF, de modo que:

F, : {frF I xp2.xn E En}

Vemos que:

F' :  {*,  i }
lFz : {#, +' -it, +i
¡ ¡ -  -  ¡  000 001 010 0 l l  100  l0 l  l l 0  l l l  1!  J  -  t  l l l  '  l l l  '  l l l  t  l l l  ,  l l l  '  l l l  '  l l l  t  l l l  ,

etc.

Propiedades:

Sobre Fr, paracadan ) 1, se puede definir un álgebra de Boole en Que u : I

6.1 Operaciones definidas sobre IFn para n e N*

a) Operación unitaria * en JF,

("'{l'.'.'i'). : ryf
b) Operación binaria +' en IF,

dtd,¡. .do . t  BtBt..Bo (a1 +' B)(a2+' p2¡..1a,+' Bn¡
1 1 . . 1  '  1 1 . . 1  1 1 . . 1

6.2Bnla aplicación f, l0o -* lF,, tal que
dtrd2,..,cln G iEn =--+(a1a z..an) : 

g#f

Se cumplen:

a) Es biyectiva

b) Son homomorfas, y por lo tanto isomorfas, las dos estructuras Mn, *o +t y F no *, +'

Y como la estructura IDn, *, +t forma un álgebra de Boole ypor lo tanto un retículo de Boole completo,

entonces también la estructura IFno *, +/ formará un álgebra de Boole y por lo tanto un retículo de

Boole completo.

6.3 Con los elementos de 1Fr, sin los ceros a la izquierda, se forma la siguiente sucesión creciente res-

pecto al orden < numérico:

Si n:l



En base l+l y en base 9+l
0 < l

Si n:2
En base 1+1
o . i < - l { - < t

En base 9+1
o . * < ] < t

Si n:3
En base 1+l
o. # . r+ . # . jS " j+f <'l.lf < t

En base 9+l
0 . i . t r . i . i . 1 . * . r
S i n > 4
En base 1+1
0 . # r . + 5
En base 9+1
o < + < h

Estas sucesiones son progresiones aritméticas que, en el caso de base 9+l yn € NI*, tienen 2 térmi-

nos, 0 como primer término, 1 como último término y h como su diferencia.

II

Ár,cngRA DE BooLE Y RETÍcuLo DE BooLE coMPLETo
DE LÓGICA POLIVALENTE

l.Familia de proposiciones polivalentes

a) Siendo U el universo del discurso; si P representa al colectivo de proposiciones simples y compues-

tas, H auna parte no vacía de U(o incluso de N[*), y dada una aplicación

P : H - P

Sabemos que
P(II) : {P(x) | ¡e /4 : {P, I x e III : (P,),.n

Y aP(II), enlaforma (P,)r.n,lallamamosfamiliadeproposicionesmediante xdeHenP.

b) Siendo H y Kpartes no vacías de U(o incluso de N*), si tenemos una aplicación

R:  I IxK-*  P

Sabemos que



R(Hxn: {R(x,y) I (¡,y) e f/xK)} : {R,, | (¡,y) € HxK)} :(R*y)utt.t¡x

Y aR(HxK) en la forma (R,)G'D.H*K, la llamamos familia de proposiciones mediante (x,y) de HxK

enP.

2. Proposiciones cuantificadas

Mediante estas familias, y suponiendo que r e y act(an como variables sujetos enP, Y R'y (o siendo

x,y e N*), definimos, en R-II-5, las proposiciones cuantificadas:

a) Y onP,; b) t'.xPr; c) Vos3r*¡R'yi d) V'.¡¡V yxRr; etc-

3. Valoración polivalente de las proposiciones légicas sobre IFn (n e N*)

Siendo F el colectivo de todas las proposiciones simples, compuestas o cuantificadas con sujetos de U

(o elementos de N* si se trata de familias de proposiciones) y IF, el conjunto de números racionales

que forma un retículo completo de Boole (I-6) definimos:

@ : l F - * F ' n

de la siguiente manera:

Para cualesquiera P,Q e F y cualquier familia (P'),.n de H e¡F, y representando Ú(P,)*n una fami-

lia de Ilen iF"

l" Si P es una proposición simPle
Asignamos " ¿¡g) un valor en la escala de lFn, respecto al orden < de los números racionales, que

-uryu. el grado de fiabilidad de la verdad de P (0 SÓ(P) I 1) teniendo en cuenta:

a) Las proposiciones simples que tengan valor cero (0) de IFn, tienen el grado mínimo de fiabilidad de

verdad; tienen fiabilidad nula, son totalmente falsas.

b) Las proposiciones simples que tengan valor uno (1) de Fn,tienen el grado mráximo de fiabilidad de

verdad; son totalmente verdaderas.

c) Las proposiciones simples que tengan valor fraccionario de lFn, tienen un grado fraccionario de fia-

bilidad de verdad, es decir, tienenpérdida de verdad; pero no toda'

2' Si P es una proposición simple, compuesta o cuantificada

ó(-,P): ó(P).

3" Si P o p son proposiciones simples, compuestas o cuantificadas

ú(Pv g) : ú(P) +' ú(Q)

4o Si la familia (P")r.a está formada por proposiciones simples, compuestas o cuantificadas

ó(Y,.nP,) : tnf Ó(P,) *.a

5o Si convenimos que P AQ y 1r.nP, son respectivamente abreviaciones de -(--'PV--Q) y de
--y ,.H-Pr, resultaria que se podrían valorar tales abreviaciones aplicando 1o, 2o, 3o o 4o.



Observernos qrc para valorar 1o utilizamos el orden numérico ( en IFn, para valorar 2" y 3o utilizamos

el álg€bra ¿e noon en F,, y para valorar 4o utilizamos el retículo de Boole completo con su orden (ten

TF'{  u .

Propiedades:

Para cualesquiera P, Q e IF y cualquier familia (P,),.n de,ltlen lF

3.r ó(P AQ) : ú(P) - d(9) G-VII-I.1)

3.2 ó(1,¿P,) : supd(P')".¡¡ (R-VII-I.2)

3.3 Suponiendo que P es una proposición simple con un predicado p y ura variable sujeto z e U y

convenimos que P : Áz),podríamos definir la aplicación

ór: U * IFr, talque

z e ( J - ó p ( z ) : ó ( p ( r ) )

Esta aplicación define la familia Q@QD*u. Y esta familia de valores de lF, nos indica el grado del

cumplimiento de la predicaciónp para cada elemento de U.

4. Relaciónes en IF mediante valores de IFn para r e lf

a) Relación <+ en F
X e !:- ó(X) : ó(J/) (léase: X equivale a!)
(<+ es relación de equivalencia por ser reflexiva, simétrica y transitiva, por R-VII-2.1)

b) Relación = en iF
X=y=ó(X)='ú(y) (léase: XimplicalógicamenteaJ) @orI-5'5), X+!-7*ÓV)=ú(y))

1+ es relación de ordón por ser reflexiva, antisimétrica y transitiva' por R-ry-2')

5. Á[ebra de Boole de la lógica polivalente

Propiedades:

Siendo u LLna proposición tal que ó(u) : I; parc cualesquiera P,Q,R e lP y valorando sobre lF,, para

n e lf , se cumplen:

5.1 Siendo i una abreviación de --¿

i e '-u (ó(i): ú(-u))

5.2 P AQ e ---'(--PV -Q) (Ó(P AQ) : Ó('-(-#V -QD R-VII-3.2)

5.3 Conmutatividad de V
PY Q e Qv P (Ó(Pv g) : OQY P) (R-VII-3.3)

5.4 Distributividad de V respecto a A
pv (gAR) <+ (Pv Q)^(Pv R)  (Ó(Pv (Q AR)) :  d( (Pv Q)  ̂ (PvR))  (R-VI I -3 .4)

1 0



5.5 Absorción de V respecto a I
Pv (P AQ) o P (ó(P v (PA 8D: d(P)) (R-VII-3.5)

5.6 Complementación en disyunción
Pv --P a u ($(P V--P) : ó(u)) (R-VII-3.6)

Y vemos, al observar la definición indicada en I-1, que estas propiedades validan a la lógica poliva-

lente como un álgebra de Boole. Recordemos que cualquier axiomática sólo depende de las formulas y

reglas (su estructura) sin imporüarnos cómo éstas fueron construídas ni el tipo de lenguaje utilizado pa-

ra ello.
Las diferencias lingüísticas entre la axiomática abstracta del álgebra de Boole y la misma axiomática

aplicada a la lógica polivalente son las siguientes:
a) Cambiar "-'i por "o". b) Cambiar la operacion binaria abreviad¿ "." por la operación binaria abre-

viada "A". c) Cambiar la operación unitaria "*" por la operación unitaria "-". d) Cambiar la operación

binaria "+"'¡)or la operación binaria "V".

En resumen, tu tOgióu polivalente es un modelo de la axiomática abstracta de álgebra de Boole definida

en I-1.
Observemos que esta axiomática de álgebra de Boole de la lógica polivalente es idéntica a la axiomá-

tica de álgebráde Boole de la lógica binaria estudiada en R-IV-I' llibro¡.

6. Retículo de Boole de la légica polivalente

Como vimos, en I-4-d, que de un álgebra de Boole se deduce, en R-fV-3'.1', un retículo de Boole, en-

tonces del álgebra de Boole de las proposiciones polivalentes se deduce, por la identidad anteriormente

indicada, el rétículo de Boole correspondiente al idéntico deducido en R-fV-3'.1'.

La diferencia lingüística estii en el cambio del signo S' (* a'y : x . / : x), que indica el orden reticu-

larabstracto,poielsigno+ (X - U =.XAy € ,t),  queindicaelordenreticulardelalógicapoli-

valente. La definición-X = ! = 6@) l'ó(y), indicada en 4-b, no esüí en desacuerdo con la obtenida

al desarrollar el álgebra de Boole, puesto que:

xAy e x= 0(¿)r 'ó(y))
(x Ay e X = 4@ ny) :  +(n = +W) 'O(D :  ü(X)=+(X)s' | (y)) '

7. Retículo de Boole completo de lógica polivalente

7.1 Como vimos, en VII-4.2, que la axiomática del retículo de Boole completo de lógica polivalente es

la del retículo de Boole añadiéndole tres nuevas propiedades; estas tres nuevas propiedades son:

1) Abreviación

ar.nP, <+ --V'dq'-P* ( R-VU-3.7)

2) axioma

Y,.nP, > P, (parucadax e 11) (R-VII-3.8)

3) Regla

g = Pt -+ 
Q + Y *.nP, (para cadax € ¡, (R-VII-3'9)

l l



7 .2 Por ser la axiomática de retículo de Boole completo en lógica binaria (V-1 ') idéntica a la axiomáti-
ca de retículo de Boole completo en lógica polivalente, se cumple en lógica polivalente, si 0<m<2 y

H : { i t , í2,.. , i* l  (H c U o 11c -l /*) que:

a)Y ,.¡1P, o Pir APi, A.. A P¡- (V-l / .5t)

b)1'.aP' o Pir V Pi, V ..Y Pi, (V-1'.5')
c) ó(Y naP'): ú(P,,¡ . 6(Pi) .... ó(Pi) (3.1)
d) ó(1nnP*) : ó(P,,) +' Q(Pi) +' .. +' $(Pi) (3-3)

8. Conclusión

Existe sólo un soporte axiomático para las distintas sucesiones que valoran las proposiciones lógicas

polivalentes, la diferencia est¡í sólo en la longitud de dichas sucesiones de valores: W t,2r; W2, 22; W3,
t  3 .  ' . rF )n
L  ) . . ) L  n t  -  .

En el libro indicado en I-4, tenemos demostradas, sobre el soporte axiomático común, los siguientes

bloques de propiedades: IV-l',lY-2'o IV-3',V-l' yY-2',válidas para cualquier sucesión de valores.

Evidentemente, pueden obtenerse nuevas propiedades de la axiomática.

n

Ár,cg,nn¡ DE BooLE Y RETÍcuLo DE BooLE coMPLETo
DE CONJUNTOS POLIVALENTES

i. Proposiciones conjuntistas polivalentes

Dado un universo del discurso U, un elemento ó de (I y un conjunto A de U (A eP(U) ), la expresión

b e A (b pertenece a,4) es una proposición conjuntista (á sujeto, e verbo y,4 complemento del predica-

do). Ahora podemos representar, en la aplicación valorativa / : IP -* IF, (r e N*), más explícitamen-

te ,unapropos i c iónce r radaPdeFen la fo rmabeA,ys i f ueseab ie r ta ,en la fo rmaxeA.Enes te
último caso, podríamos defurir la aplicación

ó l : U - F n , t a l q u e

x e U = ú . q ( x ) : Q @ e A )

Esta aplicación nos define la familia ó1@),.u. Y esta familia de valores de JFo nos indica el grado de

pertenencia en el conjunt o A óe cada elemento de U; definiendo, por lo tanto, al conjunto polivalente I

d e U :

a) Los elementos de Uque tengan enl grado de pertenencia cero (0) no están enl.

b) Los elementos de U que tengan en,4 grado de pertenencia uno (1), esüin en I enteramente, sin nin-

guna pérdida de pertenencia.

c) Los elementos de U que tengan en A grados de pertenencia fraccionarios estrín en A fraccionaria-

mente, es decir, tienen pérdida de pertenencia; pero no toda.
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2. Otras definicione

a) Conjunto universal polivalente

Es el conjunto que contiene todos los elementos del universo del discurso y cada uno de ellos con gra-

do de pertenencia uno (1). Se menciona como el universo del discurso, conjunto U.

b) Conjunto vacío polivalente

Es el conjunto sin elementos del universo del discurso, y por lo tanto el grado de pertenencia de cada

uno de los elementos de Ua él es cero (0). Se menciona con el signo 0, conjunto 0.

c) Conjuntos polivalentes iguales

Dos conjuntos polivalente s A y B son iguales si y sólo si, para cada elemento de {1, su grado de perte-

nencia en I es igual a su grado de pertenencia en B.

A : B = Q/x) : $n(x) (paracada x e LD

" t ) A : B = x e A a x e B
Q4: B = Sd(x) :  $r (x)  = Ó(xeA):  f (xeB) : -  xeA <+ - re B)

d) Inclusión normal de dos coqiuntos polivalentes

Un conjunto polivalente A está incluido normalmente en un conjunto polivalente B, y lo representamos

por A é B, si y sólo si, parc cadaelemento de U, su grado de pertenencia en A es igual o anterior a su

grado de pertenencia en B respecto al orden retícular <'.

A c  B:-ó, t@) l 'ón(x)  (y tancadaxdeQ @orI -5.5,  Ac B-  Ól (x)=Ón(x))

d r ) l c B = x e A + x e B
(A s B = Qa(x) S' úa(x) = ú(x e A) <' $(x€ B) : x e A = x e B)

e) Inclusión estricta de dos conjuntos polivalentes

Un conjunto polivalente A est6 incluído estríctamente en un conjunto polivalente B, y lo representamos

por A c f, si y sólo si, para cada elemento de U, su grado de.pertenencia en,4 es anterior a su grado
'depertenenciaenBrespéctoalordenreticular 

<' (a<'b e a<'b Aa + b)'

A c B = $e(x) <' óu@) (ptaracadax de A (Por I-5.5, A c B - Ót@) < Óu(x))

3. Conjuntos polivalentes deducidos de otros

a) Complementario del conjunto polivalente A de U

Llamamos complementario del conjunto polivalente A de U, y lo representamos por A-, al conjunto

polivalente de U

A- : {x l-.¡ e ,,a} (Uimplícito)
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Que es el conjunto de los elementos x e Utales que

Q @ e A - ) : ó ( - - x e A ) + a

a 1 ) Por la definición , Para cada x e U

xeA- e --úeA (I l -4-a)

a2) Para cadax e [-J

ó.n-(x):  ga(x)"

( ó ; - @ :  ó ( x e A - )  
- -  

Ó ( - - x e A ) :  Ó ( x e A ) *  :  Ó ' s @ ) . )

a3) Para cada x e U

óu-@): {s {x )
@ u - Q ) : Ó u ( x ) * :  1 *  :  o :  d s ( x ) )

at)  U-  :A

b) Diferencia de A Y B

Llamamos diferencia de los conjuntos polivalentes A y B de (1, y la representamos por '4 - B, al con-

junto polivalente de U

A - B : {x I x e A A'-.¡- e B) (UimPlícito)

Que es el conjunto de los elementos x e Utales que

Q@ e A-B)  :  S(x e AA - - r  e  B)  + 0 .

b1) Por la definición,Paracadax e U

x e A -  B  e x e A  A - - , x e  B

b2) Para cada x e U

ó*s(x) : ú¿@)'Ón(x)*
tO"-ifí> :' O(* e t --n) = Ó(x e A A -* e B) : ú(* e A)' Ó(-* t B) -- Ó(x e A)' $(x e B)* :

0¿@) ' @a(x).)

c) Unión de los conjuntos polivalentes Ay B de U

Llamamos unión de los conjuntos polivalentes A y B de U, y la representamos por ,4 U B, al conjunto

polivalente de U

AUB:  { x l xe  AYxeB l  (U imP l í c i t o )

Que es el conjunto de los elementos.r e Utales que

S @ e A U B ) :  Q @ e  A V x e  B )  +  0

c1) Por la definición,Patacadax e U
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x e A \ ) B e x e A Y x a B

c2) Para cadax e U

órun@) : ó¿@) +' ós(x)
f O ) r ¡ í x > :  ó ( x e A U B ) :  O ( x e A Y  x e B ) : $ ( x e  A ) + '  f i ( x e B ) :  Ó ' t ( x ) + '  Ó s ( x ) )

d) lntersección de los conjuntos polivalentes Ay B de U

Llamamos intersección de los conjuntos polivalentes Ay B de (J,y la representamos por A n B, al con-
junto polivalente de U

A a B : {t I x e A Ax e Bl (UimPlícito)

Que es el conjunto de los elementos x e Utales que

Q @ e  A n B ) :  $ ( x e A A x e  B )  +  0

d1) Por la definición,Patacadax e U

x e A O B e x e A A x e B

dz) Para cadax e U

ó n a @ ) : Q n @ ) ' S a @ )
fl"i!ft> : ó(x e A ff'ri : Ó@ e A Ax e B) : Q@ e A)' Q(x e B) : ÓÁx)' da(x))

+. ÁgeUra de Boole de los conjuntos polivalentes

Para cualesquiera conjuntos polivalentes A,B,C € P((4, se ve, siendo uel elemento determinado de

P(t, (I-1), qr't" s" puede formar la siguiente axiomática:

1o Operaciones

a) Operación unitaria interna - en P(t/)

b) Operación binaria interna U en P(t/¡

2o Abreviaciones

a) 0 es una abreviación de U-

fr: U- (3-a¿)

b) Operación binaria interna fl en P({/¡

X , Y e P ( t 4 -  X n Y : ( t r  U f - ) -  ( x e X O Y e x e ( f  U Y ) - )

3o Axiomas

A1 Conmutatividad de U
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A l )  B  :  B U  A  ( x e A U  B  ( +  r €  B U A )

Az Distributividad de U respecto a l^l
A U ( B n C ) :  ( A U B ) n ( , 4 U  C )  ( x e A t )  ( B n C )  e  x G ( A U B )  n ( , 4 U C ) )

A3 Absorción de U respecto a O
A U  ( A n B )  :  A  ( x  e A U  ( l  n  B )  o  x e  A )

Aa Complementación en U
A U A - : U ( x e A l ) A - e x e ( D

Y vemos que esta axiomática es la de un álgebra de Boole al observar la defrnición indicada en I-1.

I¿s diferencias lingüísticas ente la axiomática abstracta del álgebra de Boole y la misma axiomática

aplicada a los conjuntos polivalentes son las siguientes:
u) Cu*biu. u . i ,"rp"ctivamente por U y 0. b) Cambiar la operación binaria abreviada ""' por la

operación binaria abrwiada "l-.¡". c) Cambiar la operación unitaria "*" por la operación unitaria 'o-". d)

Cambiar la operación binaria "+"'por la operación binaria "U".

En resumen, los conjuntos polivalentes son un modelo de la axiomática abstracta de álgebra de Boole

definida en I-1.
Observemos que esta axiomática de álgebra de Boole de los conjuntos polivalentes es idéntica a la

axiomática de á,lgebra de Boole de los conjuntos binarios estudiados en R-IV-I"(libro;.

5. Retícuto de Boole de los conjuntos polivalentes

Como vimos, en I-4-d, que de un álgebra de Boole se deduce, en R-IV-3".\,', un retículo de Boole,

entonces del álgebra de Boole de los conjuntos polivalentes se deduce, por Q identidad anteriormente

indicada, el retíóulo de Boole correspondiente al idéntico deducido en R-IV-3"'1"'

La diferencia lingüística esüi en el cambio del signo <' (* l' ! = x'! : x)-' que indica el orden

reticular abstacto, por el signo c (X e Y = Xf^l Y: E que indica el ordenreticular de los conjuntos

polivalentes. I.a ¿áiurición i c y = óx(x) l'óy(x), vista en 2-d, no está en desacuerdo con la obteni-

da al desarrollar el álgebra de Boole, puesto que:

X n Y : X = ó x @ ) S ' r É r ( ¡ )
6 n Y :  X = x e X f  l Y  e  x e X = x e  X A ¡ e

ó(x e E . $(x e v) : ó(x e E = Óx@)' Óv(x)

6. Familias de conjuntos polivalentes

a) Siendo I un colectivo de elementos a los que llamamos índices (normalmente I es el conjunto N*de

los números naturales), y H unaparte no vacía de I, si tenemos una aplicación

A:  H  *  P ( tD

Sabemos que

A(m: {"a(r) I xe 14 : {A' I x.II}: (/*)'.¡¡

V a A(It) en la forma (A,),.n lo llamamos familia de conjuntos polivalentes de Umediante x de H.

Y  e  x e X = ú ( x e X A  x c n :  Ú @ e  X )  =
: óx@) = óx(x) f'óy(x))
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b) Si tenemos una aplicación

B :  HxK  *p (¿4

Obtenemos como antes que

B@"n: (B,y)6y¡.nx

Y a (B,y)et)e¡rxr lo llamamos familia de conjuntos polivalentes de Umediante (x,y) de HxK.

7. Conjuntos polivalentes deducidos de familias de conjuntos polivalentes

a) Intersección de la familia (.4,),.a de conjuntos polivalentes de U

Llamamos intersección de la familia (Ar)*¿t, y la representamos por f).xea Ar, al conjunto polivalente

d e U

),.n A, : {" lY x.az e "4,} (U impicito)

Que es el conjunto de los elementos z e Utales que

ó(z e ),.s A,) : ó(Y *.nz e A,) + 0

a1) por la definición

z € ) x e H A r e Y r . r z e A , ,

a2) Para cada z e U, Y Por lI-7 .2-c

ón ,u * (z ) : \A , , k ) .  ó * r ( z ) . . . .  ó .q , , ^ ( z )  (0  <m <2" )  ( í t , i 2 , . . , i *  €  N* )

(ón*u,q,(z) :  óQ e {fxe¡ A,) :  ó(Y *.nz e A,) :  Ó(t e A,,) '  Q@ e Air) '  . .

.  óQ e A¡.) :  ú.a,r(z) 'ón,r(z) '  . .  '  $t,.(z))

b) Unión de la familia (A'),.n de conjuntos polivalentes de U

Llamamos unión de la familia (A*)r.u,y la represent¿mos por Urcn A,, alconjunto polivalente de U

l)r.n A, : {"lax.n z e A') (U implícito)

Que es el conjunto de los elementos z e Utales que

ó(z e l),.n A,) : Ó(1".n z e A,) + A

b1 Por la definición
z €\JxeH A, e a*rrz e A,

bz) Para cada z e U, Y Porll-7.2-d

óu*" *(t) : ó.4,r(r) +' ú.s,r(r) +' .. +' fia,*(z)
(óun ¿,Q) :6(z e\J*., Á): ó(3,.u2 e A,): S(z e Ai,) +' $(z e Ai,) +' . .
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+' ú(t e A¡) : ú.A,,(z) +' ót,rQ) +' .. +' óa,.Q))

8. Retículo de Boole completo de los conjuntos polivalentes

Como vimos, enL-3.2, que la axiomática del retículo de Boole completo abstracto es la del retículo de

Boole añadiéndole tres nuevas propiedades; en el caso de los conjuntos polivalentes, estas tres nuevas

propiedades, al ser Fn finito, existen, y son:

1) Abreviación

l)rua A, : ()na A;)-

2) Axiomas

C)r.n A, c- A" (Para cadaxefl)

3) Regla

B c A, =--> B c flr.n A, (parc cada x e Il)

Demostración de l) (2-c)

Z € l) rcH A* ? 1a¿¡1z e. A* € ---'rY r.¡7 -tz e A* +'-"rY x¿¡¡z e A; e -(z e l^1".4 "4;) <+

z e (),.a Ar)-

Demostración de 2) (2-dr )

z €)xeH A, + V r.Hz e A, + z e A,

Demostración de 3)

B c  A r = - - +  z e B > 2 e , 4 ,  = *  z e B = Y r a ¡ 1 2 e " ! r = ' ' Q Q e B ) S '  Q ( Y * . ¡ 7 2  e " 4 ' )  - : '  
$ ( z e B )

S' ÓQ E )xet /) -:'-+ z e B + z a OxeH A" - B c )*.u A,

9. Conclusión

Existe un sólo soporüe axiomáfico para las distintas sucesiones que valoran los conjuntos polivalentes'

la diferencia esüi sólo en la longituá d" dirhut sucesiones de valores: IFr. 2r ; Fz, 22; ...;F,, 2'-

En el libro indicado en I-4,tenemos demostradas, sobre el soporte axiomático común, los siguientes

bloques de propiedades: fV-l",'IV-z",fv-3t', V-ltty Y-2", válidas sobre cualquier sucesión de valo-

res.
Evidentemente, pueden obtenerse nuevas propiedades de la axiomática.

IV

LENGUAJE MATEMÁTICO POLIVALENTE

1. Expansión del universo del discurso (del discurrir)

Dado un universo del discurso [], universo baseo construímos la sucesión de universos expansivos de
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U :

u(r : UUP(tr, (IQ : t lt U elflt), U{t : (JQ U P(d2),...

Resultando que:

U c ( f 1  c . ( J Q c d 3 c . . .

l.l Si elegimos como universo del discurso a U o alguno de sus universos expansivos, entonces queda

inalterable lo dicho sobre valoración con lFno en II-3, de las proposiciones lógicas o, en III-1, sobre el

grado de pertenencia a un conjunto de cada elemento del universo en cuestión-

2. Elemento pareja ordenada, elemento triplete ordenado, etc'

a) Elemento pareja ordenada

Dados dos elementos a1,a2 e [], sabemos que {ar} y {at,azl son conjuntos de^Uy elementos de

LÁ1, así como tambié" que {{at},{q,az}} "s conjunto de U(l y elemento de (l\2. A este elemento

{{a11,{a1,az}} de tlz líffamamor elemento pareja ordenada y convenimos representarla por (at,az)

f.üf*i"iOn de-Kuratovski), en eue 01 ! a2 son respectivamente su primera y segunda componentes.

b) Elemento triplete ordenado

Dados tres elementos a1,a2,a3 e [], sabemos que (a1,a2),a3 e IJQo y su elemento pareja ordenada

((ir,or),o). (fo. n áste eiemento ((at,az),a) que convenimos representar por (41 ,a2,a3),,1o

llamamos elemento triplete ordenado en que aroct2 ] 43 son respectivamente su primera, segunda y

tercera comPonentes.

c) y así, sucesivamente induciendo, obtendremos elementos cuatripletes de U(6 y, si / > 5' r-pletes de

¡¡(2(t-t).

Propiedad:

Se demuestra qtJe,parat> 2

(x t , xz r . . , x t ) :  ( x ' 1 , x ' 2 r . . , x ' r )  +  x1  :  x ' 1  Ax2 :  x i  A "  Ax t :  x t t

3. Producto cartesiano de conjuntos polivalentes

a) Producto cartesiano de dos conjuntos polivalentes

Llamamos producto cartesiano de los conjuntos polivalentes At Y Az de U, y lo representamos por

A1 x A2, al conjunto polivalente de (Í2

A1xA2:  { (xr , ¡z)  I  ¡ r  e  At  AxzeAzl  lu tz  impl íc i to)

Que es el conjunto de los elementos (xt,xz) e Ú2 tales que

ó ( @ u x )  e  A l x A z ) : Ó ( u  e A t  A x z e A 2 ) +  0  . ^
iS'ü"Oo fit, el colectilo de iodas las proposiciones sobre U{' y ó: P2 * F-n)
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a¡ ) Por la definición

( x t , x z ) e  A l x A z  e  x 1 e  A 1  A x z e A z

b) Producto cartesiano de tres conjuntos polivalentes A1,A2,A3 € P(¿/)

Sabemos que At x Az y 13 son conjuntos polivalentes de (I!2, y su.producto.cartesiano (A1 x A2) x

.43, Que convenimos representar pot A1 x A2 x A3' as un conjunto polivalente de ut"'

c) y así, sucesivamente induciendo, obtendríamos productos cartesianos de cuatro conjuntos poliva-

f.*, á. (fu ,, si t > 2, productos cartesianos de f cónjuntos polivalentet ¿" y(2 0-l) .

Propiedad:

Siendo lPz.f,-r) el colectivo de todas las proposiciones sobre (J2 (t-1) , por II-3.1 , paru t > 2 y

@ : IF2 q¡-1; * IFn

Se,*r "  * , (xr ,x2o-- ,x t )  :  Ó 'qr(x)  '  S4(xz) '  " '  Ó 'q, (x ' )
i ó ) , i r , i n ' , ( x t , x z , . . , x t ) : ó ( ( * r , * r , - - , i , ) t A v x 4 2 x " x A ¡ ) : 4 ( x t € A t A x z € , 4 2 A " A
; ,¿  Á ;  :  ó (x t  e  A r ) .  ó@z eAz) .  . . '  Ó@t  e  A , )  :  Óo , ( * t ) '  Óu@) '  " '  51 , ( x ) )

4. Correspondencias sobre productos cartesianos

Siendo t > 2 y dado A1 x A2 x ..x At,llamamos correspondencia sobre este producto cartesiano a

cualquier subconjunto de é1.

Si K, c A1x A2 x .. x A¡o K¡ es una correspondencia sobre dicho producto cartesiano y

ór,(x1,x2,..,x,) <' 0,tr(xr) '  ó¡r(x2) '  . .  '  Ót,{x,)
(O"ir, , i2,.. ,xi: ,) 3iót,*r" . , . t ,(te 1,x2,..,x¡) :  Ónr@t) '  Q4(xz) '  " '  $e,(x,))

5. Las correspondencias son la esencia del lenguaje matemático

Son correspondencias:

Las relaciones de equivalencia sobre un conjunto. Las relaciones de orden sobre un conjunto. Las apli-

caciones sobre dos ionjuntos. Las operaciones unitarias internas o externas. Las operaciones binarias

internas o externas. etc.

6. Notas
1) Lo tratado en este capítulo está desarrollado, por el autor de este trabajo, en el libro "Lenguaje

Matemático- (632pp.), publicado por el Servicio de Publicaciones de la Universidad de Oviedo.

2) El libro estiá desarrollado con lenguaje conjuntista y valorado binariamente en F'1; pero creo que

podriu valorarse polivalentemente sobre 
-Fn, 

páru n2-2, siguiendo la marcha desarrollada en los capí-

tulos II, III y IV de este trabajo.
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